
������������Ŝ���

ɤ������� ʳ��������ʴ
��� ���ſ��� �ƀ Ƈ ŵŵ � �� �� ����������� ���� �� � ���� ���ſ�ƀ �� ������

� ʰ � ʫ ɨŚ
������ �Ś

ƈ
��� ���ſ���ĺ �ƀ Ƈ ŵŵ � �� �� ����� �� � ���� ���ſ�ƀ �� ������

� ʰ � ʫ ɨŚ
������ �Ś

ƈ
��� ����ſ��� ����ř ����ƋƋ ����ƀ Ƈ

��� � ʰ ɨř � ʰ ɨŚ
���śś���� ʳʳ ���ſ�ƀ ʳʳ ���śś����Ś ŵŵ ������ ţţ
���śś���� ʳʳ � ʳʳ ���śś����Ś ŵŵ ������ ţţ
���śś���� ʳʳ ���ſ�ƀ ʳʳ ���śś����Ś ŵŵ ������ ţţ
���śś���� ʳʳ � ʳʳ ���śś����Ś ŵŵ ������ ţţ
������ ɥŚ

ƈ

���	��ſƀ

��� ���	��ſ��� �ƀ Ƈ ŵŵ ���������� ���������
��� ���Ś
���ſ���ʰɨŚ � ʴ ɥŚ ŞŞ�ƀ Ƈ ��� Ƌʰ �Ś ƈ
������ ���Ś

ƈ

���	��ſƀ

������ ���	��ſ��� �ƀ Ƈ ŵŵ ����ſƀ �������� ������� ��� ����
������ ���Ś ŵŵ ��� ������ ������� �� ���
���ſ���ʰɨŜŚ � ʴ ɥŚ ŞŞ�ƀ Ƈ ��� Ƌʰ �Ś ƈ
������ ���Ś

ƈ

���	��ſƀ

������ ���	��ſ��� �ƀ Ƈ
������ ���Ś
���ſ���ʰɥŜŚ � ʴ ɥŚ ŞŞ�ƀ Ƈ ��� ʫʰ ���ſſ������ƀ�ƀŚ ƈ
������ ���Ś

ƈ



���	��ſƀ Θ( ) ���ſƀ

������ ���	��ſ��� �ƀ Ƈ
������ ���Ś
���ſ���ʰɥŜŚ � ʴ ɥŚ ŞŞ�ƀ Ƈ ��� ʫʰ ���ſſ������ƀ�ƀŚ ƈ
������ ���Ś

ƈ

Θ( 2) ���ſƀ

���ſ��� �ʰɥŚ � ʳʰ �Ś ʫʫ�ƀ Ƈ ŵŵ ����� ��� �������� �
�� ſ �ʫ�Ş� ʴʰ ɥ ĺĺ �ʫ�Ş� ʴʰ ɥ ĺĺ �Ş�ʫ� ʴʰɥ ƀ Ƈ ŵŵ �������� ����� �

������ � ʰ ���������������������ſ�ř�ʫ�Ş�ř�ʫ�Ş�ř�Ş�ʫ�ƀŚ
�� ſ � ʳʰ ���������� ƀ �	������� ʫʰ ���ſ� Ş ����������ƀŚ

ƈ
ƈ

���ſƀ Θ( )

�������	���ſƀ

���� �������	���ſ������Ƌ ���	���ř ��� �ƀ Ƈ
���	���ƃɥƄ ʰ ɥŚ
���ſ��� �ʰɨŚ � ʳ �ʫɨŚ ʫʫ�ƀ Ƈ

���	���ƃ�Ƅ ʰ ���	���ƃ�ŞɨƄ ʫ ���ſſ������ƀ�ƀŚ ŵŵ ���� � ����� �� ���ſƀ �����
ƈ

ƈ

��������
������������ſƀ

������ ���������������������ſ������Ƌ ���	���ř ��� �ř ��� �ř ��� �ř ��� �ƀ Ƈ
������ ���	���ƃ�ʫ�Ƅ ʫ ���	���ƃ�ʫ�Ƅ ʫ ���	���ƃ�ʫ�Ƅ ʫ ���	���ƃ�ʫ�Ƅ

Ş ���	���ƃ�Ƅ Ş ���	���ƃ�Ƅ Ş ���	���ƃ�Ƅ Ş ���	���ƃ�Ƅ Ş ���	���ƃ�ʫ�ʫ�ʫ�ƄŚ
ƈ

�����

ɤ������� ʳ��������ʴ
ɤ������� ʳ�����ʴ
����� ����� Ƈ
������ś

������ �ř �Ś ŵŵ ������ ���������
�����ſ������ ��ř ������ ��ƀ Ƈ � ʰ ��Ś � ʰ ��Ś ƈ ŵŵ �����������
������ ��������	���������ſƀ Ƈ ������ ����ſ �Ƌ� ʫ �Ƌ� ƀŚ ƈ
������ ��������ſ�����ĺ �ƀ Ƈ ŵŵ �������� �� ������� �����

������ ����ſ ſ�Ş�Ŝ�ƀƋſ�Ş�Ŝ�ƀ ʫ ſ�Ş�Ŝ�ƀƋſ�Ş�Ŝ�ƀ ƀŚ
ƈ
���� �����ſƀ Ƈ ŵŵ ����� ��� ������� �� ��� �����

���śś���� ʳʳ ɑſɑ ʳʳ � ʳʳ ɑřɑ ʳʳ � ʳʳ ɑƀɑ ʳʳ ���śś����Ś
ƈ

ƈŚ
��� ����ſ��� ����ř ����ƋƋ ����ƀ Ƈ

����� �ɨſɪřɫƀř �ɩſɨɬřɰƀŚ ŵŵ ����������� �� ������
�ɨŜ�����ſƀŚ ŵŵ ������ ſɪřɫƀ
���śś���� ʳʳ �ɨŜ��������ſ�ɩƀ ʳʳ ���śś����Ś ŵŵ ������ ɨɪ
������ ɥŚ

ƈ

���������

����� ��������� Ƈ ŵŵ ���������
������ś

����� �ɨř �ɩŚ ŵŵ ��������� ������� �� ��� ������
ŵŵ ����������� ɨ ś ���������� �� ������� ������������ �� ������ ���������
���������ſ������ �ɨř ������ �ɨř ������ �ɩř ������ �ɩƀ ś �ɨſ�ɨř�ɨƀř �ɩſ�ɩř�ɩƀ Ƈƈ
ŵŵ ����������� ɩ ś ���� ��� �������� ������
���������ſ�����ĺ �ř �����ĺ �ƀ ś �ɨſ�ƀř �ɩſ�ƀ Ƈƈ
������ ����ſƀ Ƈ ŵŵ ���� ������� �� � ���������

������ ſ�ɨŜ�Ş�ɩŜ�ƀƋſ�ɨŜ�Ş�ɩŜ�ƀŚ
ƈ

ƈŚ



��� ����ſ��� ����ř ����ƋƋ ����ƀ Ƈ
����� �ɨſɪřɫƀř �ɩſɨɬřɰƀŚ ŵŵ ���������� ������
��������� �ɨſɪřɫřɨɬřɰƀŚ ŵŵ ����������� ɨ �� ������
��������� �ɩſ�ɨř�ɩƀŚ ŵŵ ����������� ɩ �� ������
���śś���� ʳʳ �ɨŜ����ſƀ ʳʳ ���śś����Ś ŵŵ ������ ɭɥ
���śś���� ʳʳ �ɩŜ����ſƀ ʳʳ ���śś����Ś ŵŵ ������ ɭɥ
�ɨŜ�ɩŜ�����ſƀŚ ŵŵ ������ ſɨɬřɰƀ
������ ɥŚ

ƈ

��������������Ŝ���

ɤ������� ʳ��������ʴ
ɤ������� ʳ�����ʴ
����� ����� Ƈ ŜŜŜ ƈŚ ŵŵ ���� �� ������� ������
��� ����ſ��� ����ř ����ƋƋ ����ƀ Ƈ

ŵŵ ���������� �� ɑ�����ɑ ś �ɨ �� ����� ������ ��� ��������
����� �ɨſɪřɫƀŚ
ŵŵ ���������� �� ɑ����ɑ ś Ƌ��ɩ �� ����� ����� ������ �� ������
�����Ƌ ��ɩ ʰ ��� �����ſɬřɨɩƀŚ
�����Ƌ ��ɪ ʰ ĺ�ɨŚ ŵŵ ��ɪ �� ������ ��� ������� �� �ɨ ������
�ɨŜ�����ſƀŚ ŵŵ ������ �������� ������ Ş ������ ſɪřɫƀ
��ɩŞʴ�����ſƀŚ ŵŵ ������ �������� ������ ��� ������� Ş ������ ſɬřɨɩƀ
��ɪŞʴ�����ſƀŚ ŵŵ ������ �������� ������ ��� ������� Ş ������ ſɪřɫƀ
���śś���� ʳʳ ɑ�ɨŜ� ʰ ɑ ʳʳ �ɨŜ� ʳʳ ���śś����Ś ŵŵ ������ ɪ
���śś���� ʳʳ ɑ��ɩŞʴ� ʰ ɑ ʳʳ ��ɩŞʴ� ʳʳ ���śś����Ś ŵŵ ������ ɬ
���śś���� ʳʳ ɑſƋ��ɩƀŜ� ʰ ɑ ʳʳ ſƋ��ɩƀŜ� ʳʳ ���śś����Ś ŵŵ ���� �� ��ɩŞʴ�
������ ��ɩŚ ŵŵ ��������� ������ ���� �� �������
������ ɥŚ

ƈ

���ɩ����

���ɩ���� ƃ��������Ƅ ʳ������ʴ

ʳ��������ʴ ʳ�������ʴ ʳ�������ʴ

ʳ������ʴ

ʳ���ʴ ʳ���ʴ ʳ�����ʴ



����������Ŝ���
ɤ������� ʳ��������ʴ
ɤ������� ʳ������ʴ
ɤ������� ʳ������ʴ
ɤ������� ʳ���������ʴ
��� ����ſ��� ����ř ����ƋƋ ����ƀ Ƈ

���śś������ʳ���śś������ʴ �����Ś ŵŵ ������ �� �������
���ſ��� �ʰɨŚ � ʳ ����Ś ʫʫ�ƀ Ƈ

�����Ŝ����ɏ����ſ����ƃ�ƄƀŚ ŵŵ ������ ���� ��������� �� ��� ������
ƈ
���śś����ſ�����Ŝ�����ſƀř�����Ŝ���ſƀƀŚ ŵŵ ���� ��� ������ �� ������������ �����
���śś���� ʳʳ ɑ������ ��������� śɑŚ ŵŵ ����� ��� ������ ���������
���ſ��� �ʰɥŚ � ʳ ſ���ƀ�����Ŝ����ſƀŚ ʫʫ�ƀ Ƈ ���śś���� ʳʳ ɑ ɑ ʳʳ �����ƃ�ƄŚ ƈ
���śś���� ʳʳ ���śś����Ś
������ ɥŚ

ƈ

����ɒ����śɌŵʴ Ŝŵ���������� �� ����� ����� ɨɩɪ ɨ ɩ
������ ��������� ś ɨ ɨɩɪ ɩ �� ����� �����

��� ����ſ��� ����ř ����ƋƋ ����ƀ Ƈ
����Ƌ � ʰ ɑ����� �������ɑŚ ŵŵ ����� �� ����������
����Ƌ � ʰ �Ś ŵŵ � ��� � ����� �� ��� ���� �������
�ƃɥƄ ʰ ɐ�ɐŚ
���śś���� ʳʳ � ʳʳ ���śś����Ś ŵŵ ɑ����� �������ɑ
���śś���� ʳʳ � ʳʳ ���śś����Ś ŵŵ ɑ����� �������ɑ

���śś������ �ſɑ����� ������ɑƀŚ ŵŵ ��� ������
���śś������ � ʰ �Ś ŵŵ ������ ��� ������ ������
�ƃɥƄ ʰ ɐ�ɐŚ
���śś���� ʳʳ � ʳʳ ���śś����Ś ŵŵ ɑ����� ������ɑ
���śś���� ʳʳ � ʳʳ ���śś����Ś ŵŵ ɑ����� ������ɑ ś � ���ɐ� �������

ŵŵ ����� ��� �������� ���� ���śś������ř ��� ��� ���� ����Ƌ
� ʫʰ ɑř ��� ��� ��������ɑŚ ŵŵ � ������� ɑ����� ������ř ��� ��� ��������ɑ
� ʰ �Ŝ������ſɭřɭƀŚ ŵŵ � ������� ɑ������ɑ
������ ɥŚ

ƈ

��� ����ſ��� ����ř ����ƋƋ ����ƀ Ƈ
��� �ƃƄ ʰ ƇɪřɭřɯƈŚ ŵŵ ��� ����� ���� �� �����
���Ƌ � ʰ �Ś ŵŵ � ��� � ������ �� ��� ���� �����
�ƃɥƄ ʰ ɨɥŚ
���śś���� ʳʳ ſ �ƃɥƄ ʰʰ ɪ ƀ ʳʳ ���śś����Ś ŵŵ �����ř ��� ��� ����

���śś������ʳ���ʴ �Ś ŵŵ ������ �� � ��������Ş���� �����
�Ŝ����ɏ����ſɪƀŚ ŵŵ � �������� ɪ
�Ŝ����ɏ����ſɭƀŚ ŵŵ � �������� ɪřɭ
�Ŝ����ɏ����ſɯƀŚ ŵŵ � �������� ɪřɭřɯ
���śś������ʳ���ʴ � ʰ �Ś
�ƃɥƄ ʰ ɨɥŚ
���śś���� ʳʳ ſ �ƃɥƄ ʰʰ ɪ ƀ ʳʳ ���śś����Ś ŵŵ ����
������ ɥŚ

ƈ

[1 · · · ]
[1 · · · ]

= 2
= [ ]

= − 1
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[ + 1] = [ ]
= − 1

[ + 1] =



�������������Ŝ���

��� ����ſ��� ����ř ����ƋƋ ����ƀ Ƈ
���śś������ʳ���ʴ �Ś ŵŵ �������� ����� �� ��������ŵ������ ������
��� ���Ś ŵŵ ��������� ����� �� ���� ������� �����
ŵŵ ���� � ������ �� ����� ������ ���� ��������
����� ſ ���śś��� ʴʴ ��� ƀ Ƈ �Ŝ����ɏ����ſ���ƀŚ ƈ
���śś���� ʳʳ ɑ������ �������śɑŚ
����������ſ�ƀŚ ŵŵ ����� ��� �������� ������
�������������ſ�ƀŚ ŵŵ ������� ��������� ����
���śś���� ʳʳ ɑ����� �������śɑŚ
����������ſ�ƀŚ ŵŵ ����� ��� ������ ������
������ ɥŚ

ƈ

��� ɨ ɩɥ Ŷ ������ŵ������ŵ���ŵ���� Ŷ Ŝŵ�������������

�������������Ŝ���

ŵŵ ����� ���� ������� �� ����� �� ��� �������� ������
���� ����������ſ���śś������ʳ���ʴĺ �ƀ Ƈ
ŵŵ ����Ş��Ş��������� �� ����� ������� ����� �������

���ſ��� �ʰɥŚ � ʳ ſ���ƀ�Ŝ����ſƀŚ ʫʫ�ƀ Ƈ
���śś���� ʳʳ ɑ ɑ ʳʳ �ƃ�ƄŚ

ƈ
���śś���� ʳʳ ���śś����Ś

ƈ

ŵŵ ������� ��������� ���� �� �
���� �������������ſ���śś������ʳ���ʴĺ �ƀ Ƈ ŵŵ ����Ş��Ş���������

���ſ��� �ʰɨŚ � ʳ �Ŝ����ſƀŚ ʫʫ�ƀ Ƈ ŵŵ ɥŞ����� �����
��� ��� ʰ �ƃ�ƄŚ ŵŵ ��� ������� �� ��������
��� � ʰ �ŞɨŚ ŵŵ ����� �� �� ���������
�����ſ ſ� ʴʰ ɥƀ ĺĺ ſ�ƃ�Ƅ ʴ ���ƀ ƀ Ƈ ŵŵ ���� �������� �� ��������

�ƃ�ʫɨƄ ʰ �ƃ�ƄŚ ŵŵ ����� ��������
ŞŞ�Ś ŵŵ ������ ����� �� �� ���������

ƈ
�ƃ�ʫɨƄ ʰ ���Ś ŵŵ �������� ��� ��� �������

ƈ
ƈ



��� ���������ſ��� �ƀ Ƈ
�� ſ � ʰʰ ɥ ƀ

������ ɨŚ
����

������ � Ƌ ���������ſ�ŞɨƀŚ ŵŵ ���� ��������� Ş ��� �� ����������� ���� ����
ƈ

���� ������������ſ��� �ř ��� �ř ��� �ř ��� �ƀ Ƈ ŵŵ � �����ř ���� � �� � ��� �
�� ſ � ʴ ɥ ƀ Ƈ

������������ſ�Şɨř�ř�ř�ƀŚ ŵŵ ����������� ���� �Şɨ ����� ���� � �� �
ŵŵ ���� �Ş�� ���� ���� � �� �
���śś���� ʳʳ ɑ���� ɑ ʳʳ � ʳʳ ɑ ś ɑ ʳʳ � ʳʳ ɑ Şʴ ɑ ʳʳ � ʳʳ ���śś����Ś
������������ſ�Şɨř�ř�ř�ƀŚ ŵŵ ����������� ���� �Şɨ ����� ���� � �� �

ƈ ŵŵ ���� �� �����Ş��� ���������ř ����� ������ �� ������ ������� �� ����
ƈ

+ =

���ſƀ

��� ��� ſ��� �ř ��� �ƀ Ƈ
�� ſ � ʰʰ ɥ ƀ ������ �Ś ŵŵ ���������� �� ��������� � ���� � ʩ � ʰʰ ɥ
���� ������ ���ſ � ʩ �ř � ƀŚ

ƈ

���ſƀ

��� ��� ſ��� �ř ��� �ƀ Ƈ
�� ſ � ʰʰ ɥ ƀ ������ �Ś ŵŵ ���������� �� ��������� � ���� � ʩ � ʰʰ ɥ
���� ������ ���ſ � ʩ �ř � ƀŚ

ƈ

���ſɫɮɮřɩɫɭƀ
���ſɫɮɮř ɩɫɭƀ

���ſɩɪɨř ɩɫɭƀ
���ſɨɬř ɩɪɨƀ

���ſɭř ɨɬƀ
���ſɪř ɭƀ

���ſɥř ɪƀ
���ſɫɮɮř ɩɫɭƀ ʰʰ ɪ



ŵŵ �������� � �� ������ř ������ ����� �� ����� ���������� ��� ���ř
ŵŵ ����� �ƃ�����ŜŜŜ���ƄŜ ������ Şɨ �� �� ��� �� �����
��� ������������ſ���śś������ʳ���ʴĺ �ř ��� ���ř ��� �����ř ��� ���ƀ Ƈ

�� ſ ����� ʴ ��� ƀ ������ ŞɨŚ ŵŵ ������ ������
��� ��� ʰ ſ�����ʫ���ƀŵɩŚ
�� ſ ��� ʰʰ �ƃ���Ƅ ƀ ������ ���Ś ŵŵ ��������� �� ����� �� �����
�� ſ ��� ʳ �ƃ���Ƅ ƀ ŵŵ ������ ��� ��������� ������� ���� ����

������ ������������ſ�ř ���ř �����ř ���ŞɨƀŚ
����

������ ������������ſ�ř ���ř ���ʫɨř ���ƀŚ
ƈ

ŵŵ ���� ������� ������ �� �ƃ�����ŜŜ���Ƅ
��� �������ſ���śś������ʳ���ʴĺ �ř ��� �����ř ��� ���ƀ Ƈ

�� ſ ����� ʰʰ ��� ƀ ������ �ƃ�����ƄŚ ŵŵ ������� ����� ������� ��������
���� Ƈ

��� ��� ʰ ſ�����ʫ���ƀŵɩŚ
��� ������� ʰ �������ſ�ř�����ř���ƀŚ ŵŵ ������ ��� ������� ���� ����
��� �������� ʰ �������ſ�ř���ʫɨř���ƀŚ
������ ſ ������� ʴ �������� ţ ������� ś �������� ƀŚ ŵŵ ������� ���������

ƈ
ƈ

�������Ŝ���

ɤ������� ʳ��������ʴ
ɤ������� ʳ�������ʴ
ɤ������� ʳ������ʴ
ɤ������� ʳ���������ʴ
��� ����ſ��� ����ř ����ƋƋ ����ƀ Ƈ ŵŵ ������� �������� ����� ���śś����

��� ���Ś
���śś������ʳ���ʴ �Ś
�� ſ ���� ʴ ɨ ƀ Ƈ ŵŵ �� �������� �� �����ř ���� ���� ����

���śś�������� ���ſ����ƃɨƄƀŚ
�����ſ ��� ʴʴ ��� ƀ Ƈ �Ŝ����ɏ����ſ���ƀŚ ƈ
���Ŝ�����ſƀŚ

ƈ
���� Ƈ ŵŵ ���� ���� �������� ����� �� �� �������� �� ���������

�����ſ ���śś��� ʴʴ ��� ƀ Ƈ �Ŝ����ɏ����ſ���ƀŚ ƈ
ƈ
���śś����ſ�Ŝ�����ſƀř �Ŝ���ſƀƀŚ ŵŵ ���� ����� ��� ��������� �� ���
���ſ��� �ʰɥŚ � ʳ �Ŝ����ſƀŚ ʫʫ�ƀ Ƈ

���śś���� ʳʳ �ƃ�Ƅ ʳʳ ���śś����Ś ŵŵ ����� ��� ��� �������
ƈ
������ ɥŚ

ƈ

�������������Ŝ���

ɤ������� ʳ��������ʴ
ɤ������� ʳ�������ʴ
ɤ������� ʳ������ʴ
���� �������������ſ���śś������ʳ���ʴĺ �ƀŚ ŵŵ ������������� �� ������� ������
��� ����ſ��� ����ř ����ƋƋ ����ƀ Ƈ

��� ���Ś
���śś������ʳ���ʴ �Ś
�� ſ ���� ʴ ɨ ƀ Ƈ

���śś�������� ���ſ����ƃɨƄƀŚ
�����ſ ��� ʴʴ ��� ƀ Ƈ �Ŝ����ɏ����ſ���ƀŚ ƈ
���Ŝ�����ſƀŚ

ƈ
���� Ƈ

�����ſ ���śś��� ʴʴ ��� ƀ Ƈ �Ŝ����ɏ����ſ���ƀŚ ƈ
ƈ
�������������ſ�ƀŚ ŵŵ ������� ���� ������� �� ���� ���� ����
���ſ��� �ʰɥŚ � ʳ �Ŝ����ſƀŚ ʫʫ�ƀ Ƈ

���śś���� ʳʳ �ƃ�Ƅ ʳʳ ���śś����Ś
ƈ
������ ɥŚ

ƈ



ŵŵ ������� ��������� ���� �� �
���� �������������ſ���śś������ʳ���ʴĺ �ƀ Ƈ ŵŵ ����Ş��Ş���������

���ſ��� �ʰɨŚ � ʳ �Ŝ����ſƀŚ ʫʫ�ƀ Ƈ ŵŵ ɥŞ����� �����
��� ��� ʰ �ƃ�ƄŚ ŵŵ ��� ������� �� ��������
��� � ʰ �ŞɨŚ ŵŵ ����� �� �� ���������
�����ſ ſ� ʴʰ ɥƀ ĺĺ ſ�ƃ�Ƅ ʴ ���ƀ ƀ Ƈ ŵŵ ���� �������� �� ��������

�ƃ�ʫɨƄ ʰ �ƃ�ƄŚ ŵŵ ����� ��������
ŞŞ�Ś ŵŵ ������ ����� �� �� ���������

ƈ
�ƃ�ʫɨƄ ʰ ���Ś ŵŵ �������� ��� ��� �������

ƈ
ƈ

����ɒ����śɌɛ ���� �� Ş� ɐ��� ɨ ɩɥɥɥɥɥ Ŷ Ɍ������ŵ������ŵ���ŵ���� Ŷ Ŝŵ������������� ʴ
ŵ���ŵ����ɐ
ɥśɨɮŜɫɩ �������ř ɨɮŜɫɩɯ �ř ɥŜɥɨɮ �ř ��� ɨɥɥŜɥʩ ŜŜŜ
����ɒ����śɌɛ ���� �� Ş� ɐ��� ɨ ɩɥɥɥɥɥ Ŷ Ɍ������ŵ������ŵ���ŵ���� Ŷ Ŝŵ������� ʴ ŵ���ŵ����ɐ
ɥśɥɥŜɪɭ �������ř ɥŜɪɫɭ �ř ɥŜɥɫɩ �ř ��� ɨɥɬŜɬʩ ŜŜŜ

Θ( 2)
Θ( )


